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• Η συνάρτηση Φ(φ) περιγράφει στροφές πάνω στο επίπεδο x, y
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• με ιδιοτιμές:
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• η στροφορμή παραμένει αμετάβλητη στον χρόνο
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Οι άλλες δύο προβολές της στροφορμής δεν ικανοποιούν εξίσωση ιδιοτιμών
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– η προβολή της στροφορμής στον z άξονα
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– το τετράγωνο της στροφορμής

μαγνητικός κβαντικός αριθμός: ml = 0, 1, …,l

αν
το
μη
χα

ρ γ ς ρ φ ρμ ς

),()1(),(ˆ 22  ll m
l

m
l YllY  L )1(  llL

τροχιακός κβαντικός αριθμός: l = 0 1 2 l=0  s

Ύ
λη
ς:

 Κ
βα

• Ασαφή μεγέθη

τροχιακός κβαντικός αριθμός: l 0, 1, 2, ...
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– οι προβολές της στροφορμής στον χ και y άξονα
– δεν είναι δυνατόν να γνωρίζουμε πάνω απο μια συνιστώσες της ορμής με 
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ακρίβεια  αρχή απροσδιοριστία στην ορμή

• Ενέργεια στροφορμής
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Αρχή απροσδιοριστίας της στροφορμής
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• Δεν μπορούμε να προσδιορίσουμε συγχρόνως δύο συνιστώσες στροφορμής
||LL
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• κβάντωση κατεύθυνσης
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χα • κβάντωση κατεύθυνσης
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Παράδειγμα 7.4

άσ
ει
ς • Πέτρα μάζας 1 kg κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας 1 m, με περίοδο 1 s. 

Ποιά τιμή του τροχιακού κβαντικού αριθμού l περιγράφει αυτήν την κίνηση;
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– ταχύτητα περιστροφής 
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– στροφορμή
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– τροχιακός κβαντικός αριθμός
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Παράδειγμα 7.5
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• Συμφωνεί η κβάντωση της στροφορμής κατά Bohr με τους κανόνες 
βά   όλ  β ή

3 
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στ
ά κβάντωσης που μόλις βρήκαμε;

– κβάντωση στροφορμής κατά Bohr
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 κβάντωση στροφορμής κατά Bohr

nL 
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– κβάντωση στροφορμής κατά Schrödinger
Ύ
λη
ς:
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βα )1(||  llL 
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– οι δύο τιμές είναι ασυμβίβαστες για μικρούς κβαντικούς αριθμούς. Η ελάχιστη 
στροφορμή είναι κατά Bohr και κατά Schrödinger
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– προφανώς συμφωνούν στο όριο των μεγάλων κβαντικών αριθμών

Κ
βα
ντ



Παράδειγμα 7.6
άσ

ει
ς • Έστω ηλεκτρόνιο στην κατάσταση l=3. Υπολογίστε το μέτρο |L| της ολικής 

στροφορμής, και τις επιτρεπόμενς τιμές των Lz και γωνίας θ μεταξύ του L
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ά στροφορμής, και τις επιτρεπόμενς τιμές των Lz και γωνίας θ μεταξύ του L

και του άξονα z.
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 – ολική στροφορμή
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– επιτρεπτές τιμές του Lz
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Ακτινική εξίσωση

άσ
ει
ς • Η ακτινική εξίσωση Schrödinger είχε γραφτεί

3 
∆
ια
στ
ά

)()()(
2

)1()(2
2 2

2

2

22

rERrRrU
mr
llrR

rrrm































αν
ικ
ή 
σε

 

)(
2

||)( 2

2

rUrU  L

αν
το
μη
χα

– η παραπάνω είναι ισοδύναμη με την:
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Εστροφ Εδυναμικό
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– Άρα για το ψευδοκύμα g(r)=rR(r) ισχύει η  μονοδιάστατη Schrodinger

)()()()(
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• η λύση εξαρτάται απο δύο κβαντικούς αριθμούς: 
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η η ξ ρ ς ρ μ ς
– τον κύριο κβαντικό αριθμό n
– τον ήδη γνωστός τροχιακό κβαντικόςαριθμόςl

Υδρογονοειδή άτομα

άσ
ει
ς • Κεντρικό δυναμικό  η γωνιακή κυματοσυνάρτηση και ιδιοτιμές της 

στροφορμής παραμένουν ως έχουν

3 
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στ
ά στροφορμής παραμένουν ως έχουν

• Για να βρούμε τις ενεργειακές ιδιοτιμές πρέπει να λύσουμε την ακτινική 
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εξίσωση Schrödinger
– Η δυναμική ενέργεια είναι η ενέργεια Coulomb

  eZk 2
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– στο κεντρικό δυναμικό λόγω στροφορμής αυτό μετατρέπεται σε
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– και η ακτινική Schrodinger είναι η μονοδιάστατη εξίσωση
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Υδρογονοειδή άτομα

άσ
ει
ς

• Οι κβαντισμένες ενεργειακές ιδιοτιμές είναι ίδιες με αυτές του μοντέλου Bohr

3 
∆
ια
στ
ά • Οι κβαντισμένες ενεργειακές ιδιοτιμές είναι ίδιες με αυτές του μοντέλου Bohr
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• Η ακτινική κυνατοσυνάρτηση εξαρτάται από δύο κβαντικούς αριθμούς:

2 22
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 nnan
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το
μη
χα – τον κύριο κβαντικό αριθμό n (n=1,2,3,… στιβάδα: K, L, M, … )

– τον τροχιακό κβαντικό αριθμό l (l=0,1, 2, … n-1. υποστοιβάδα: s, p, d, …)

– τροχιακά με ίδιο n και διαφορετικά l  ml έχουν την ίδια ενέργεια  εκφυλισμός

Ύ
λη
ς:

 Κ
βα τροχιακά με ίδιο n και διαφορετικά l, ml έχουν την ίδια ενέργεια  εκφυλισμός

• Τους κανόνες κανονικοποίησης και την στατιστική ερμηνεία της 
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Ύ κυνατοσυνάρτησης ικανοποιεί το ψευδοκύμα g(r), δηλαδή η r·R(r)

– κανονικοποίηση
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Ακτινικές πιθανότητες και μέσες τιμές
άσ
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Ακτίνα Bohr
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Ολική κυματοσυνάρτηση
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αριθμός κβαντικός ροχιακός
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Παράδειγμα 7.7

άσ
ει
ς • Για την στάθμη n=2 του υδρογόνου, απαριθμίστε όλες τις καταστάσεις δίνοντας τον 

φασματοσκοπικό τους συμβολισμό και τις ενέργειές τους
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ά φασματοσκοπικό τους συμβολισμό και τις ενέργειές τους

– n=2, l=0, ml=0:   1 κατάσταση 2s
n 2  l 1  m 1  0  1:    3 καταστάσεις 2p
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 – n=2, l=1, ml=-1, 0, 1:    3 καταστάσεις 2p

– ενέργειες eV -3.4eV 6.13
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– συνολικός εκφυλισμός 4

ό έ ά ά ά ό

n

Ύ
λη
ς:
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βα • Πόσες δυνατές καταστάσεις υπάρχουν για την στάθμη n=3; Πόσες για την n=4;

– n=3, l=0, ml=0:    1 κατάσταση 3s
– n=3, l=1, ml=-1, 0, 1:    3 καταστάσεις 3p
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Ύ – n=3, l=2, ml=-2, -1, 0, 1, 2:    5 καταστάσεις 3d

– συνολικός εκφυλισμός 9 αριθμός καταστάσεων
Ν=n2
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– n=4, l=0, ml=0:    1 κατάσταση 3s
– n=4, l=1, ml=-1, 0, 1:    3 καταστάσεις 3p
– n=4, l=2, ml=-2, -1, 0, 1, 2:    5 καταστάσεις 3d

Κ
βα
ντ – n=4, l=2, ml=-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3:    7 καταστάσεις 3d

– συνολικός εκφυλισμός 16

Θεμελιώδης κατάσταση

άσ
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ς • Για άτομο με ένα ηλεκτρόνιο και ατομικό αριθμό Ζ 

– η θεμελιώδης κατάσταση είναι η 1s (n=1, l=0, ml=0)
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– η ενέργειά της είναι 
– η συνολική κυματοσυνάρτηση
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– η πιθανότητα να βρεθεί σε κάποιο σημείο του χώρου r
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Στατιστική ερμηνεία
άσ
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• Πυκνότητα πιθανότητας
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• Κανονικοποίηση
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• μέση τιμή οποιασδήποτε συνάρτησης της απόστασης
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Παράδειγμα 7.8
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ς

• Υπολογίστε την πιθανότητα το ηλεκτρόνιο να βρεθεί πέρα απο την πρώτη 
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ια
στ
ά γ η η η ρ ρ ρ η ρ η

ακτίνα του Bohr, στη θεμελιώδη κατάσταση του υδρογόνου.
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– πιθανότητα
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Παράδειγμα 7.8

άσ
ει
ς • Για τη θεμελιώδη κατάσταση του υδρογόνου υπολογίστε την πιο πιθανή 

απόσταση του ηλεκτρονίου απο τον πυρήνα και συγκρίνετε με την μέση 
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ά απόσταση του ηλεκτρονίου απο τον πυρήνα και συγκρίνετε με την μέση 

απόσταση
– πιο πιθανή απόσταση

αν
ικ
ή 
σε

 

0
dr
dP   0e0||4

0/222
0,1

2
3
0









  arr

dr
dRr

adr
d

αν
το
μη
χα 0 

0e/2e2 00 /2
0

2/2   arar arr

Ύ
λη
ς:

 Κ
βα

0/1 0  ar 0max ar 

ρί
α 
τη
ς 
Ύ

– η μέση απόσταση
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Πρώτη διεγερμένη υδρογονοειδούς ατόμου

άσ
ει
ς • Η πρώτη διεγερμένη είναι για n=2.

– αντιστοιχούν 4 καταστάσεις (τερταπλός εκφυλισμός): 
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• 1 στην 2s (l=0, ml=0) 
• 3 στην 2p (l=1, ml=-1,0, 1)
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Πρώτη διεγερμένη υδρογονοειδούς ατόμου
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• οι 2p καταστάσεις
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