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Άτομο υδρογόνουΆτομο υδρογόνου

Απομονωμένο άτομο υδρογόνου
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Μόριο υδρογόνουΜόριο υδρογόνου

Δύο απομονωμένα άτομα υδρογόνου
πως και γιατί κάνουν χημικό δεσμό όταν έρθουν κοντά;

+

‐ηλεκτρόνιο στο 
1s τροχιακό

+

‐ ηλεκτρόνιο στο 
1s τροχιακό

+ +

ενέργεια 
ηλεκτρονίου 

κυματοσυνάρτηση

)(

ενέργεια 
ηλεκτρονίου 

κυματοσυνάρτηση

)(‐13.6 eV)(1 As r ‐13.6 eV )(1 Bs r

Α Β r

Ημιαγώγιμα και διηλεκτρικά υλικά Σύγχρονη θεωρία στερεών13

Α Β r

Μόριο υδρογόνουΜόριο υδρογόνου

Δύο απομονωμένα άτομα υδρογόνου
πως και γιατί κάνουν χημικό δεσμό όταν έρθουν κοντά;
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Μοριακά τροχιακάΜοριακά τροχιακά
Από δύο ατομικά θα πρέπει να προκύψουν δύο μοριακά τροχιακά
→ αρχή διατήρησης του αριθμού καταστάσεων

Μοριακά τροχιακά προκύπτουν ως γραμμικός συνδυασμός των ατομικώνΜοριακά τροχιακά προκύπτουν ως γραμμικός συνδυασμός των ατομικών 
→ μόνο οι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις
→ διατήρηση βασικών συμμετριώνήρη η β μμ ρ

‐
+ +‐ + +‐ ‐

συμμετρική λύση αντι‐συμμετρική λύσημμ ρ ή η
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Α rΒ

Ενεργειακές Ενεργειακές ιδιοτιμέςιδιοτιμές

Προσεγγιστικά με την μέθοδο «γραμμικού συνδυασμού ατομικών τροχιακών»
(linear combination of atomic orbitals ‐ LCAO)

)()( )()( 11 BsAs rr   BA  

Γνωρίζουμε: 1*  rdAA 0*  rdBA

AA EH  1

 
1

*
1

* EdEdH AAAA   rr 

  EH    rr dEdH   **

 dEdH ))(()()( ****

Εφαρμόζουμε:

  rrrr dHdHdHdH  ****

  rr dEdH BABABABA ))(()()(  

  rrrr dHdHdHdH ABBABBAA 

   rrrr ddddE ABBABBAA 
****
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  ABBABBAA 



Ενεργειακές Ενεργειακές ιδιοτιμέςιδιοτιμές

  rrrr dHdHdHdH ABBABBAA  ****

   rrrr ddddE ABBABBAA 
****

1*  rdAA 0*  rdBA 1
* EdH AA  rΠροσεγγιστικά:

Επίσης θέτουμε:  VdH BA  r* rdH AB  * Vσ είναι η ενέργεια δεσμού

δεσμικό τροχιακό:  EVE 222 1   VEE  1μ ρ χ

αντι‐δεσμικό τροχιακό: *1 222  EVE   VEE  1*
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Μοριακό υδρογόνοΜοριακό υδρογόνο
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Μοριακό υδρογόνοΜοριακό υδρογόνο

E
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Bonding
Energy

 R, Interatomic
Separation0 R = a

Στην πράξη, μετά από ακριβείς κβαντομηχανικούς υπολογισμούς, 
βρίσκουμε ότι η Εσ* απέχει πιο πολύ από την Ε1 από ότι η Εσ

EEEE 
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 EEEE  11*

Μοριακό ήλιο υπάρχει?Μοριακό ήλιο υπάρχει?
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Η απάντηση είναι όχι: η συνολική ενέργεια θα ήταν 1* 422 EEEE  
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Το ήλιο, όπως και όλα τα στοιχεία με συμπληρωμένες στοιβάδες είναι ευγενή αέρια



Μοριακό ΗΜοριακό Η33
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Symmetric
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Symmetric

Ίδιοι κανόνες: διατήρηση αριθμού τροχιακών, συμμετρία τροχιακώνΊδιοι κανόνες: διατήρηση αριθμού τροχιακών, συμμετρία τροχιακών
→ τρία μοριακά τροχιακά 
→ εναλλάξ συμμετρικό/αντισυμμετρικό

ξύ θ ώ

CBAa  

CAb  
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→ μεταξύ τους ορθογώνια
CBAc   2



Ενεργειακή σύγκριση ΗΕνεργειακή σύγκριση Η22 και Ηκαι Η33

Δείξτε ότι τα τροχιακά του Η3 είναι ορθογώνια μεταξύ τους 

0***   rrr ddd δείξτε ότι

Βρείτε τις ενεργειακές ιδιοτιμές τους

0   rrr ddd cbcaba δείξτε ότι 

ώ
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aaa EH  
 VdHdH CBBA   rr **

χρησιμοποιώντας

Βρείτε την συνολική ενέργεια του Η3


παρομοίως τα cb EE  , 0*  rdH CA 

ρ η ή ργ 3

τρία ηλεκτρόνια σύνολο baH EEE  2
3

Ποιό είναι σταθερότερο, το Η2 ή το Η3;

συγκρίνουμε 36 HH  26 HH με
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συγκρίνουμε  236 HH  326 HH με

Ενεργειακές ζώνεςΕνεργειακές ζώνες

Δημιουργούνται όταν πολλά άτομα έρχονται κοντά για να 
σχηματίσουν το στερεό
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Αρχή του Αρχή του PauliPauli

Κάθε κατάσταση μπορεί να καταληφθεί απόΚάθε κατάσταση μπορεί να καταληφθεί από 
μόνο δύο ηλεκτρόνια με αντιπαράλληλα spin

Τα ηλεκτρόνια «γεμίζουν» τις καταστάσεις με 
την χαμηλότερη ενέργεια
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Ενεργειακές ζώνεςΕνεργειακές ζώνες

Ζώνες από διαφορετικά τροχιακά μπορούν να αλληλεπικαλύπτονται 
δημιουργώντας μια ενιαία ζώνη

Free electron
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E = 0 (Vacuum Level)
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R = a R = 
Isolated AtomsThe Solid
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Δομή ζώνης μετάλλουΔομή ζώνης μετάλλου

ηλεκτρόνιο εκτός 
κρυστάλλου

ηλεκτρόνιο μέσα 
ύ

επίπεδο κενού

Έργο εξόδου Φ στον κρύσταλλοΈργο εξόδου Φ
απαιτούμενη ενέργεια 
για να διαφύγει ένα 
ηλεκτρόνιο στο κενόηλεκτρόνιο στο κενό

Ενέργεια Fermi ΕF0
ενέργεια τελευταίας 
κατειλημμένης θέσηςκατειλημμένης θέσης

ΕΒ

(ΕF όταν Τ>0)
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Β

Έργο εξόδου και ενέργεια Έργο εξόδου και ενέργεια Fermi Fermi 
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Αγωγή ρεύματος στα μέταλλαΑγωγή ρεύματος στα μέταλλα

Η εφαρμογή τάσης προκαλεί κλίση στις ενεργειακές ζώνες

V

εφαρμογή 
τάσης

EEF

EF ‐ eV
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Αγωγή ρεύματος στα μέταλλαΑγωγή ρεύματος στα μέταλλα

x
xVx





)()(E

L
V

Pauli → αγωγή φορέων γίνεται μόνο όταν υπάρχουν 
κενές ενεργειακές θέσεις

EJ 
L
V

A
I  RVI /

L1

Η αγωγή των φορέων γίνεται ουσιαστικά με 
μετακινήσεις σε κενές θέσεις και συνεπακόλουθες 
μεταπτώσεις πίσω στην επιφάνεια Fermi

V
A
LR


1


μ ς η φ

→ μόνο φορείς κοντά στην ΕF συνεισφέρουν στο ρεύμα

EFF

E(x)
J

EF ‐ eV

x

V(x)
( )



Ημιαγώγιμα και διηλεκτρικά υλικά Σύγχρονη θεωρία στερεών29

x

Ηλεκτρικές ιδιότητες μετάλλωνΗλεκτρικές ιδιότητες μετάλλων

Ποιά ηλεκτρόνια συνεισφέρουν;

→ μόνο αυτά που είναι στην ενέργεια Fermi

Πόσα είναι αυτά;Μπορούμε να τα μετρήσουμε;Πόσα είναι αυτά; Μπορούμε να τα μετρήσουμε;

→ ναι μπορούμε, μετρώντας πιθανές καταστάσεις και εφαρμόζοντας στατιστική

Τι είδους στατιστική;
→ αφού ισχύει ο νόμος Pauli, άρα εφαρμόζουμε στατιστική Fermi‐Dirac

Στατιστική Fermi‐Dirac: Η πιθανότητα μια κατάσταση με ενέργεια Ε σε 
σύστημα με ενέργεια Fermi ΕF και θερμοκρασία Τ να είναι κατειλημμένη

1

1)(


 
Tk
EE
B

F

e
Ef
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1Be

Η κατανομή Η κατανομή FermiFermi‐‐DiracDirac

mkE 2/)( 22kΈστω μια ενεργειακή κατάσταση 

Η πιθανότητα να είναι κατειλημμένη 

1e
1)())(()( /)( 

  TkEE BF
EfEff kk

θα ό η α α ε α α ε ημμέ η

0for1)( FEEEf 

→ για Τ=0

0

0

for      0)(
for      1)(

F
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EEEf
EEEf
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f

T = 0 K

TkE

T = 300 K

0

f TkE B
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FE E

Μέτρηση καταστάσεωνΜέτρηση καταστάσεων

Μας ενδιαφέρουν μόνο το ηλεκτρόνια στην τελευταία ζώνη (ζώνη αγωγιμότητας)
→ για μέταλλα θεωρούμε ότι συμπεριφέρονται σαν ελεύθερα ηλεκτρόνια

Ο κρύσταλλος (ιόντα και άλλα ηλεκτρόνια) δεν επιδρούν στην κίνησή τους;
→ ναι, επιδρά. Για να το λάβουμε υπόψη προσεγγίζουμε τα ηλεκτρόνια αγωγιμότητας 
σαν ελεύθερα αλλά με διαφορετική μάζα αδράνειαςσαν ελεύθερα αλλά με διαφορετική μάζα αδράνειας

Ενεργός μάζα ηλεκτρονίων m*
→ η φαινομενική μάζα αδρανείας των ηλεκτρονίων λόγω των αλληλεπιδράσεών→ η φαινομενική μάζα αδρανείας των ηλεκτρονίων λόγω των αλληλεπιδράσεών 
τους με τον κρύσταλλο και τα άλλα τροχιακά

Πως μετράμε καταστάσεις; Ποιές είναι αυτές;
→ είναι οι καταστάσεις με διαφορετικές ορμές και ενέργειες

Πρέπει να βρούμε ποιές ορμές και ποιες ενέργειες επιτρέπονται στον κρύσταλλο

→ είναι οι καταστάσεις με διαφορετικές ορμές και ενέργειες 

→ ηλεκτρονική δομή ζώνης ζώνη Brillouin
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→ ηλεκτρονική δομή ζώνης – ζώνη Brillouin



Μέτρηση καταστάσεωνΜέτρηση καταστάσεων στα μέταλλαστα μέταλλα

Μας ενδιαφέρουν μόνο το ηλεκτρόνια στην τελευταία ζώνη (ζώνη αγωγιμότητας)
→ για μέταλλα θεωρούμε ότι συμπεριφέρονται σαν ελεύθερα ηλεκτρόνια
→ άρα δεν χρειάζεται να εξετάσουμε κρυσταλλικές συμμετρίες→ άρα δεν χρειάζεται να εξετάσουμε κρυσταλλικές συμμετρίες

Η ενέργειά τους είναι μόνο κινητική BEm
E  *

2

2
p
m2

Ως μηδέν ενέργεια παίρνουμε το κάτω άκρο της ζώνης, δηλαδή ΕΒ = 0

Υπενθύμιση: η ορμή είναι τρισδιάστατο διάνυσμα 

EE

ab
FO

Ε

Φ

abΕF0
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pxp-x

Επιλογή επιτρεπτών ορμώνΕπιλογή επιτρεπτών ορμών
Ποιες είναι οι επιτρεπτές καταστάσεις; 
→ τα ηλεκτρόνια είναι κύματα που υπακούν την εξίσωση Schrodinger

2 222 

Οι λύσεις είναι επίπεδα κύματα

)()(
2

2 rr  
m


222
2

zyx 












Ο ύσε ς ε α ε εδα ύμα α

kr
k r i

V
e1)( 

m
k

m
p

22
)(

222 
k 1)( 2  rr d

Χρειαζόμαστε μια συνοριακή συνθήκη
→ έστω ο κρύσταλλος είναι ένα κυβικό κουτί πλευράς L

mm 22

ρ ς β ρ ς
→ η κυματοσυνάρτηση είναι περιοδική στα όρια του κουτιού

),,(),,( zyxzyLx  

),,(),,(
),,(),,(
zyxLzyx
zyxzLyx






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Πως επιλέγουμε τα κατάλληλα k; → συνθήκη κβάντωσης

Επιλογή επιτρεπτών ορμώνΕπιλογή επιτρεπτών ορμών

),,(),,( zyxzyLx kk  

kri1)(

Εφαρμόστε την συνθήκη συνέχειας 

ά

zkykxk zyx rk

kr
k r i

V
e)( στην κυματοσυνάρτηση

όπου  y zyxό ου

)())(( ee zkykxkizkykLxki zyxzyx  Λύση: 

zikyikxikzikyikLikxik zyxzyxx eeeeeee 

1e Likx 2xx nLk  )/2( Lnk xx 

→ οι επιτρεπτές τιμές του kx είναι ακέραια πολλαπλάσια του 2π/L
→ το nx είναι ο κβαντικός αριθμός για την διεύθυνση x

Με παρόμοιο τρόπο λύνουμε και για τις y και z διευθύνσεις
→ ά β ύ θ ύ δ θύ
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→ εισάγουμε τους  ny και nz κβαντικούς αριθμούς για τις διευθύνσεις  x και z

Θεμελιώδης κατάσταση ελεύθερων ηλεκτρονίωνΘεμελιώδης κατάσταση ελεύθερων ηλεκτρονίων
ί ώ λ ό

)0,0,0(),,( zyx nnn

kyΓεμίζουμε την ζώνη με ηλεκτρόνια
→ δύο (σπιν πάνω και κάτω) σε κάθε θέση

)0,0,1(),,( zyx nnn

)0,0,1(),,( zyx nnn

)0,1,0(),,( zyx nnn

)0,1,0(),,( zyx nnn

)011()( nnn

kx

L/2)0,1,1(),,( zyx nnn





L/2

k
Δημιουργείται ένας «κρύσταλλος»

ky

kF

ημ ουργε α έ ας ρύσ α ος
→ κυβικό πλέγμα με περίοδο 2π/L
→ αντίστροφος χώρος

kx
Αριθμός σημείων k = αριθμός ηλεκτρονίων

~1022 el/cm3






elNZn Am
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~10 el/cm



 3  
cmA

n



Αριθμός καταστάσεων για Αριθμός καταστάσεων για ΤΤ=0=0
Ο αντίστροφος χώρος (χώρος των ορμών) έχει σφαιρική συμμετρία

→ το μέγιστο k θα είναι το kF0 (κυματοδιάνυσμα Fermi)
→ η μέγιστη ενέργεια θα είναι η E (ενέργεια Fermi)

ky L/2

→ η μέγιστη ενέργεια θα είναι η EF0 (ενέργεια Fermi)

kF0Ο αριθμός των σημείων k που χωρούν στην σφαίρα KF0
4 3k

kx3
4 0Fk

 3/2 L

→ όγκος σφαίρας Fermi

→ στοιχειώδης όγκος για κάθε k  

3 3/4 k

χ ης γ ς γ

→ αριθμός των k (αριθμός καταστάσεων) και κυματοδιάνυσμα Fermi
33 Lk 3kN

3

3
0

)/2(
3/42

L
kN F




 2

33
0

3
LkF 2

3
0

3
Fkn

V
N

 3 2
0 3 nkF 

*2
0

2
0 2/ mkE FF 

*/k

Γνωρίζοντας το n για κάθε μέταλλο, βρίσκουμε επίσης:

→ ενέργεια Fermi
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00 /mkFF → ταχύτητα Fermi

Χαρακτηριστικά διαφόρων μετάλλωνΧαρακτηριστικά διαφόρων μετάλλων
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Πυκνότητα καταστάσεωνΠυκνότητα καταστάσεων

Πυκνότητα καταστάσεων για κυματοδιάνυσμα k
→ ο αριθμός καταστάσεων μεταξύ k και k+Δk ky L/2

k

Ο αριθμός των σημείων k που χωρούν στον φλοιό
dkk 24

 3/2 L
→ όγκος φλοιού

→ ώδ ό άθ k dk
kx

 /2 L

24 dkk

→ στοιχειώδης όγκος για κάθε k

→ αριθμός των k (αριθμός καταστάσεων)
32 kLk  2dkkdN

3)/2(
42

L
dkkdN




 2
kLk 

 2
dkk

V
dN



Συνήθως το γράφουμε συναρτήσει της ενέργειας: *22 2/ mkE Συνήθως το γράφουμε συναρτήσει της ενέργειας: 2/ mkE 
2*2 /2 Emk  2* /22 dEmkdk  kdEmdk 2* / 

2*2* *2*2* /2/  EmdEmdk  /2/* dEEmdk 

dEEmdEEgdN 2/3*2)( Πυκνότητα καταστάσεων g(E): 
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dEdEEg
V 32)(


η g( )

Πυκνότητα καταστάσεωνΠυκνότητα καταστάσεων

EE EEE E




T K
ndEnE 

0

g(E) A E1 /2

EF

0 1/ 1 f (E)g(E )

g(E) = A E1 /2

n = g(E )f (E)0 1/2
1 f (E)g(E ) nE = g(E )f (E)
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Στατιστική μετάλλων για Τ>0Στατιστική μετάλλων για Τ>0

FE

Αριθμός καταστάσεων



F

dEEfEgn
0

)()( 
0

)()( dEEfEg


2/3* 12m
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


0

32

1

12 dE
e

Emn
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EE
B

F

 2

Ο αριθμός καταστάσεων n είναι σταθερός για κάθε μέταλλο
→ χρησιμοποιούμε την παραπάνω σχέση για να λύσουμε ως προς EF









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0 12
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B
FF E

TkETE 
0FE

Άσκηση: επαληθεύστε για Τ=0 τον αριθμό καταστάσεων  που είχαμε βρει:  2

3
0

3
Fkn 
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3

Ενέργεια ηλεκτρονίωνΕνέργεια ηλεκτρονίων

Ολική κινητική ενέργεια ηλεκτρονίων


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

Μέση κινητική ενέργεια ηλεκτρονίων

/
2/3* 22m

Για Τ>0 συνεχίζει να ισχύει

n
Ε

E ολική
μέση 

2/3
2/3*

2/5
32

22
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22
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Em

Em
 FE5

3


→ η κινητική ενέργεια των ηλεκτρονίων 
δεν εξαρτάται από την θερμοκρασία!
→ αυτή είναι η μεγάλη διαφορά από 
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32 3 FE


ή η μ γ η φ ρ
την κλασική θεωρία!

Παράδειγμα 1Παράδειγμα 1

Δεδομένου ότι το πλάτος της ενεργειακής ζώνης είναι περίπου 10 eV, να 
υπολογίσετε τα ακόλουθα μεγέθη ανά cm3 και ανά eV:

a. Την πυκνότητα καταστάσεων στο κέντρο της ζώνης

β. Τον αριθμό των καταστάσεων ανά μονάδα όγκου στην μικρή ενεργειακή 
περιοχή kBT γύρω από το κέντρο

γ. Την πυκνότητα καταστάσεων σε ενέργεια kBT πάνω από τον πυθμένα της ζώνης

δ. Τον αριθμό των καταστάσεων ανά μονάδα όγκου στην μικρή ενεργειακή 
περιοχή από kBT μέχρι 2kBT γύρω από τον πυθμένα της ζώνης
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Παράδειγμα 1Παράδειγμα 1

a. Την πυκνότητα καταστάσεων στο κέντρο της ζώνης

2/1
3

2/3*28)( E
h
mEg 



2/119
334

2/331

)106.15(
)10626.6(
)101.9(28)eV 5( 










g

1346 Jm 1050.9 

)JeV 106.1)(cmm 10)(Jm 1050.9( 1193361346  

1322 eVcm 1052.1 
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Παράδειγμα 1Παράδειγμα 1

β. Τον αριθμό των καταστάσεων ανά μονάδα όγκου στην μικρή ενεργειακή 
περιοχή kBT γύρω από το κέντρο

Στην θερμοκρασία δωματίου (Τ ≈ 300 Κ) kBT ≈ 0.026 eV

EEgn  )(

Tkg B)eV 5(

1322 )eV 026.0)(eVcm 1052.1( 1322 

320 cm 109.3 
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Παράδειγμα 1Παράδειγμα 1

γ. Την πυκνότητα καταστάσεων σε ενέργεια kBT πάνω από τον πυθμένα της ζώνης

Στην θερμοκρασία δωματίου (Τ ≈ 300 Κ) kBT ≈ 0.026 eV

2/1
2/3*28)( EmEg 

 3)( E
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2/331

)10610260()101.9(28)V0260( 
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)JeV106.1)(cmm10)(Jm1084.6( 1193361346   )JeV 106.1)(cmm 10)(Jm 1084.6(

1321 eVcm 1010.1 
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Παράδειγμα 1Παράδειγμα 1

δ. Τον αριθμό των καταστάσεων ανά μονάδα όγκου στην μικρή ενεργειακή 
περιοχή από kBT μέχρι 2kBT γύρω από τον πυθμένα της ζώνης

EEgn  )( EEgn )(

Tkg B)eV 026.0(

)eV 026.0)(eVcm 1010.1( 1321 

319 cm 108.2 
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Παράδειγμα 2Παράδειγμα 2

Βρείτε τον συνολικό αριθμό καταστάσεων στην ζώνη αγωγιμότητας για τον άργυρο 
(EF0= 5.5 eV, Φ = 4.5 eV) και συγκρίνετε με την ατομική συγκέντρωση του αργύρου

Θεωρούμε ότι η πυκνότητα είναι συμμετρική ως προς το κέντρο της ζώνης. Άρα 
ολοκληρώνουμε μέχρι την μέση, και το πολλαπλασιάζουμε επί δύο 

→ Η ζώνη έχει πλάτος 5.5 + 4.5 = 10 eV

→ ολοκληρώνουμε την πυκνότητα από 0 ως 5 eV
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322 cm 1016.10 



Παράδειγμα 2Παράδειγμα 2

NZ

Η ατομική συγκέντρωση του αργύρου

3cmel  



A
NZn Am

→ πυκνότητα μάζας ρ = 10.5 g∙cm‐3

→ ατομικό βάρος Α = 107.9 g∙mol‐1

→ αριθμός Avogadro NA = 6.023×1023 mol‐1

→ αριθμός ηλεκτρονίων για κάθε άτομο Z = 1

322 cmel 1085.5 n
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